
CHÚC MỪNG NĂM MỚI 2011 

Tạp chí Khoa học Công nghệ Hàng hải        Số 25 – 1/2011 
 

41 

Nhìn trên tổ chức tế vi khi hóa già ở 3500C ở độ phóng đại thấp (hình 5a) chỉ thấy dung dịch 
rắn đồng đều trên toàn bộ tiết diện. Tuy nhiên khi ở độ phóng đại cao hơn (hình 5b) có thấy xuất 
hiện những chấm đen nhỏ mịn, tập trung ở biên giới hạt được xem là pha lạ. Điều này có thể giải 
thích quá trình tăng bền ở đây diễn ra theo hai cơ chế phân rã spinodal và cơ chế sinh mầm phát 
triển mầm. Dựa vào giản đồ pha có thể nghiên cứu về cơ chế phân rã spinodal diễn ra mạnh hơn 
so với cơ chế sinh mầm và phát triển mầm.  

Tuy nhiên để kiểm chứng chặt chẽ các điều nhận định trên cần phải làm thí nghiệm trên 
những thiết bị hiện đại hơn. 
4. Kết luận 

Sau khi đúc được khử khí bằng Mg đã thấy xuất hiện ít các vết rỗ hơn so với không khử khí. 
Sau khi xử lý bằng tôi và hóa già, độ cứng đã tăng lên đáng kể đặc biệt là quá trình hóa già 

ở 3500C.  
Kết quả nghiên cứu cho thấy hợp kim Cu-7Ni-6Sn sau đúc được tôi ở 7500C và hóa già ở 

3500C cho kết quả độ cứng cao nhất. 
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BASED ON MATRIX TECHNIQUE 

TS. QUẢN TRỌNG HÙNG 
Viện Khoa học Cơ sở, Trường ĐHHH 

Tóm tắt 
Bài báo trình bày việc thiết lập phương trình chuyển động của cơ hệ bằng phương pháp 
ma trận để có thể ứng dụng kỹ thuật tính giải quyết nhanh các bài toán cơ học phức tạp.   

Abstract 
This  paper explains  how to establish equation of motion by using matrix method. 

1. Đặt vấn đề 
Trong quá trình thiết kế phần cơ khí trong máy móc thiết bị truyền động, hệ thống điều khiển, 

hệ thống cơ - điện tử…sử dụng trong công nghiệp nói chung và trong tàu thủy nói riêng thì việc 
thiết lập  phương trình chuyển động của cơ hệ theo phương pháp giải tích truyền thống bằng tay 
luôn rất phức tạp, mất nhiều thời gian tính toán và nhiều khi không khi thể giải được, do khối lượng 
quá lớn. Do vậy, việc đưa ra các phương pháp khác mà có thể sử dụng sự trợ giúp của các phần 
mềm máy tính, giúp cho quá trình tính toán nhanh chóng, thuận tiện, bớt cồng kềnh luôn là mong 
mỏi của các kỹ sư cơ khí. Trong bài báo này, tác giả trình bày phương pháp ma trận để thiết lập 
phương trình chuyển động của cơ hệ , phương pháp này dựa trên nền tảng là phương pháp giải 
tích, tuy nhiên các phương trình được đưa về dưới dạng ma trận là thứ ngôn ngữ mà máy tính có 
thể hiểu được.  
2. Phương trình Lagrange dạng ma trận 

Khảo sát hệ cơ học hôlônôm n  bậc tự do, vị trí của nó được xác định nhờ các tọa độ suy 

rộng đủ, ký hiệu là 
1 2, , ,

T

nq q q   q K . Giả thiết cơ hệ chịu các liên kết giữ, dừng và lý tưởng. Khi 

đó, động năng T và thế năng   của cơ hệ là 
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    1 2 3
, 1

1 , , , , ...,
2

n

ij i j n
i j

T a q q q q q q


      q&& . (1) 

Biểu thức động năng được viết lại dưới dạng ma trận như sau: 

  & &T1
2

T q A q . (2) 

Trong đó: - q& là ma trận chứa các vận tốc suy rộng, 
1 2, , ,

T

nq q q   q& & & &K . 

và ij m n
a


   A  là ma trận quán tính, đó là ma trận vuông không suy biến và xác định 

dương. 
Phương trình chuyển động của cơ hệ trong dạng phương trình Lagrange là: 

 d T T
dt

  
   

  
Q

q q q&
 (3) 

Trong đó: 
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n n n
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q q q
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Ma trận Q  là ma trận cỡ ( 1)n   có các yếu tố là các lực suy rộng của các lực không thế và 
giả thiết có dạng: 

  ,Q Q q q&  (4) 

Lực Q  sẽ bao gồm các lực hao tán, lực gyroscope, lực kích động… 
Phương trình vi phân chuyển động (3) có thể viết dưới dạng ma trận như sau 

 0 *
    


A q Q Q Q

q
&& . (5) 

Trong đó: 0Q là véctơ cột cỡ  1n   với các phần tử được tính theo công thức: 

 0 1
2

T
i iQ  q A q& & (6) 
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 (7) 

 và Q  là ma trận được tính theo công thức sau: 



CHÚC MỪNG NĂM MỚI 2011 

Tạp chí Khoa học Công nghệ Hàng hải        Số 25 – 1/2011 
 

43 

 * *

1

n

i i
i

 Q A q&. (8) 

 với *
1 2 3, , , ,

T

i i i i n iq q q q q q q q   q& && && && &&K . (9) 

 
3. Ví dụ áp dụng 
 

Sử dụng phương pháp trên, khảo sát 
con lắc kép toán học có các khối lượng tập 
trung tại hai điểm A và B. 

Các liên kết của con lắc kép là giữ, 
dừng, hôlônôm và lý tưởng và các lực hoạt 

động là: 1P
r

 và 2P
r

. Chọn các tọa độ suy 

rộng đủ là     ,
T

q . 

Thế năng của hệ được xác định bằng 
công thức: 

       1 1 2 1 2cos cos cosm gL m g L L
 

Từ đó ta có: 

             



 

  
   

1 2 1

2 2

( ) sin
sin

m m gL
m gLq

  

Từ hình vẽ ta có: 
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Ma trận Jacobi tịnh tiến được tính bằng: 
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Trong đó ma trận quán tính của các thành phần được xác định bằng: 
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Từ (7) ta tính được: 
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Từ (6) ta tính được: 
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Từ (8) ta có: 
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Cuối cùng phương trình chuyển động của con lắc kép sẽ có dạng như sau: 

        2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1os sin sin 0m m L m L L c m L L m m gL              && && & . 

    2 2
2 1 2 2 2 2 1 2 2 2os sin sin 0m L L c m L m L L m gL            && && & . 

 

4. Kết luận 

 Bài báo đã trình bày các bước thiết lập phương trình chuyển động của cơ hệ dạng tổng quát 
dưới dạng  ma trận, có ví dụ áp dụng. Trong ví dụ này, các bước tiến hành vẫn được tác giá tính 
toán bằng tay. Tuy nhiên theo quy trình tiến  hành như trên, dựa trên phần mềm toán học nổi tiếng 
Maple, chúng ta sẽ lập trình được một thuật toán chung để có thể cho ra phương trình chuyển 
động của một cơ hệ bất kỳ một cách đơn giản và thuận tiện.  
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