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Tom tat
Phuwong phap 'phén t& hitu han" (PPPTHH) ch/ fa mét phuong phap tinh gan dung do
anh hwdng caa viéc phan chia phan tir va lam tron sé. Ter két qua phan tich bai toan uén
tdm va mot sé tai liéu tham khéo, bai bao nay trinh bay mét sé véan dé vé sw hoi tu va do
chinh xac cta phwong phap nay.
Abstract
The “Finite Element Method's” a approximation method. It depends on mashing and
rounding. Based on plate bending analysis and references, this article presents some
problems of convergence and exactitude of that method.
1. Dat van dé
) Phuong phap phan t& hivu han la mét phuong phap van néng va rat hiéu qua dé tinh két
cau. Str dung PPPTHH nguwoi ta c6 thé giai dwoc nhitng bai toan phirc tap va tham chi 1a khong
gidi duoc bang phwong phép khac [1]. Pham vi (ng dung ctia PPPTHH ngay cang dwgc mé rong
va tré thanh céng cu quan trong dé nghién ctru nhiéu linh vire khac nhau.

Thye chat PPPTHH chi la mét phwong phap tinh gan dang vi trong qua trinh tinh toan két
clu thuc té co bac ty do vo han da dwoc thay thé bang mét mé hinh tinh toan gdm nhiéu PTHH
chi lien két v&i nhau & mét sb hiru han cac diém nat. Do d6, viéc tinh toan thwdng co sai sb 1a
dwong nhién. Ngoai ra, trong khi tinh toan do viéc lam tron sé 1& ta con mac thém sai sb.

Sai sb cia PPPTHH phu thudc cac yéu td sau:
- Cach chon quy luat bién thién chuyén vi trong cac PPPTHH;
- Céch chon hé toa d6 nut téng quat;
- Mtrc dd chinh xac cla viéc quy dbi tai trong ngoai thanh cac Iwc dat tai nat;
- Hinh dang va kich thwéc clia phan tor hivu han.
Chling ta sé xem xét cac yéu tb trén qua mot vi du cu thé.
2. Bai toan uén tam

Xét modt thm thép hinh vubng c6 canh a=100cm; d6 day t=2cm, médun dan hoéi
E=2.1x10°%kG/cm?, hé sé Poisson v=0.3; twa ban 1& 4 canh chiu tai trong phan bé déu q=1kG/cm?
nhw hinh 1.
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Hinh 1. Bai toan nghién cdru.

Tinh d6 véng tai gitva tdm theo 2 phuong phap: phwong phap gidi tich st dung chudi
lwong giac kép cta Navier [2] va phwong phap phan ttr hiru han bang phan mem ANSYS Ver. 10
[4]; két qua trinh bay trong bang 1. So sanh két qua giai bang PPPTHH v&i két qua gidi bang giai
tich.

Hinh 2. Lwéi 8x8 phén tir tao béi Ansys. Hinh 3. K ét qua tinh dé vdng trwong hop Iwéi
8x8.

Bang 1. Két qua tinh todn dé vong tai gidba tdm W, (m).

Phuwong phap tinh S6 lwong phan to W (m) Chénh léch (%)
Giai tich - st dung qa4
chudi luwgng giac kép W, =0.00416— 0002704 | e
Navier [2] D -
v&i dd cleng tru khi udn
Et®
D=—r——
12(1-v7)
PPPTHH sty dung Lw&i 8x8 0.002602 3.77
Ansys
Luwéi 16x16 0.002631 2.70
Luwéi 32x32 0.002638 2.44
Lwoi 64x64 0.00264 2.37
Lwdoi 128x128 0.00264 2.37

Khi tang lwéi tlr 64x64 1&én 128x128 phan tir, két qua tinh toan khong thay dbi.
3. Mét sé phan tich vé sw héi tu va dé chinh xac cia PPPTHH

Tl két qua phan tich trén cho thay réng: néu lwa chon dwoc quy luat bién thién chuyén vi
(ho&c ng suét) bén trong PTHH thda man mét cach day da diéu kién lién tuc v& mat chuyén vij tai
chd phan gi¢i (diém, dwérng hodc mat) gitba cac PTHH, thi khi tang thém sb lwgng PTHH, chac
chan két qua tinh toan sé cang chinh xac. Trai lai, néu quy luat bién déi chuyén vi da lwa chon
khoéng dam bao théa man mét cach chat ché diéu kién lién tuc v& mét chuyén vj tai chd phan gioi
gitra cac PTHH, thi khi tang thém sb lwgng PTHH chwa chac két qua tinh toan da chinh xac hon.
Do d6 trong tinh toan thwc hanh ta nén chi y tranh st dung cac ma tran dd cirng thiét 1ap dwa trén
céc gia thiét vé quy luat bién thién chuyén vi (hodc (rng suét) bén trong PTHH khéng dam bao théa
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man cac diéu kién lién tuc vé chuyén vi tai ché phan gidi gitva cac PTHH.

~ Khi tang s6 lwgng PTHH ta sé& lam tang sai s6 do lam tron cac s 1é. S& di nhuw thé 1a vi khi
tang s6 lwgng PTHH, sb lwong phép tinh sé tang rat nhiéu, mat kha do kich thwéc cdia phhh gidm
di lam cho viéc xac dinh chuyén vi nut sé kém chinh xac hon.

Hinh 4 [1] cho ta thay rd quy luat bién thién sai sb S (tinh theo phén tram) theo s6 PTHH n
clia hé. Duo’ng cong A trén hinh vé twong tng vai khi tinh toan ta da st dung ma tran d6 cing
thiét |ap trén gia th|et vé quy luat bién thién chuyén vi trong PTHH théa man mét cach day da cac
diéu kién lién tuc vé chuyén vi & tai cac ché phan gIO’I gitra cac PTHH, nghia |a két qua tinh toan
clia PPPTHH dam b&o hdi tu dén I&i gidi chinh xac cla ly thuyét dan hdi (ho&c sai sb6 khéng dang
k&) khi ta tdng sé lwong PTHH Ién. Buéng cong B trén hinh vé twong tng véi khi tinh toan ta da
str dung ma tran dé cirng thiét 1ap theo gia thiét vé quy luat bién thién chuyén vi trong PTHH khéng
dam bao thda man mét cach chat ché cac diéu kién lién tuc vé chuyén vi & tai ché phan gisi gitra
cac PTHH, nghia la du cho c6 tang sé lwong PTHH dén dau cling khdng thé ddm bao hdi tu dén
|&i gidi chinh xac cla thuyét dan héi dugc.

1%

n¥ \Q" nmax

|
Hinh 4. Quan hé gitra quy luat bién thién sai s6 S% va sé PTHH n cua hé.

Cac dwong cong C' va D' biéu thi sai s6 tdng cong trong truong hop sai s6 do lam tron s6
lé co cling dau Vi sai sO gay ra sy r¢i rac héa bdi mo hinh tinh toan. Con cac dwong cong C" va
D" biéu thi sai s6 tbng cong trong trvong hop sai s6 do lam tron s6 1& c6 dau nguoc voi sai sb gay
ra do sy ro&vi rac héa. Hinh vé cho ta két luan duoc rang khong phai lic nao ta cling nén chia két
clu ra thanh mét sb cuc dai PTHH nmax, b&i vi sai s6 tbng cong nhé nhat sé& twong (ng v&i khi
n = n* < nmax. (nmax la sé lwgng PTHH do bd nhé cla may tinh khéng ché).

Trong thyc té tinh toan, ngudi ta khéng c6 co s& nao dé xac dinh sé PTHH tdi wu n*
twong ng v&i sai s6 tdng cdng nhé nhat. Tuy nhién can lwu y réng, viéc lwa chon quy luat bién
thién chuyén vi trong PTHH dé thiét 1ap ma tran d cing ctia PTHH c6 hop ly hay khéng sé quyét
dinh két qua tinh toan theo PPPTHH c6 chac chén héi tu dén Ioi giai chinh xac hay khong.

Mubn dam bao cho két qua tinh theo PPPTHH chac chan héi tu dén 16i gidi chinh xac, viéc
Iwa chon quy luat bién thién chuyén vi trong PTHH bat budc phai thda mén cac tiéu chuan sau day:

1. Néu xem PTHH la vat ran tuyét déi thi cac sé gia clia cac chuyén vj nit phai
khéng dwoc gay ra sw thay déi trang thai (rng suat bén trong phan t;

2. Viée gidm bot kich thuée cta cac PTHH phai dén dén két qua trang thai img suét
va bién dang bén trong phan ti la hang sé;

3. Quy luét bién thién chuyén vi phai lra chon sao cho bién dang doc theo duong

(hodc mét) phén gi6i gitta cac PTHH phai c6 gia tri hitu han. Diéu kién nay doi héi diéu

kién lién tuc vé chuyén vj giita cac PTHH phéi théa man.

Chang han, khi giai bai toan phang clia thuyet dan héi, bién dang doc theo dwéng phan
gi¢i dwoc biéu thj theo dao ham cép mot clia chuyen vi dbi voi cac toa dd cho nén & day ch| can
dam bao théda man diéu kién lién tuc vé chuyén vi tai cac nat. Trai lai, khi gidi bai toan udn tam,
bién dang doc theo dwdng phan giGi gitra cac PTHH dworc xac dinh theo dao ham cap hai cia do
vong cho nén dd véng va dao ham cap mét clia né phai théa man diéu kién lién tuc doc theo
dwdng phan gi¢i gitra cac PTHH [3].

Néu cac diéu kién néu trén dwgc thda mén thi chac chan két qua tinh theo PPPTHH sé& hoi
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tu dén |oi gidi chinh xac cla thuyét dan héi néu ta tdng thém sé lwong PTHH, tire 1a sai sb do sw
roi rac hoa so dd tinh sé tién tiém can dén gia tri khong. Can lwu y rang khi st dung PPPTHH
trong thuc té, ngudi ta thwéng hay siv dung cac ma tran do cieng thiét lap dwa theo gia thiét quy
luat bién dbéi chuyén vi trong PTHH khong thda man diéu kién tht 3 néu trén. Thyc ra diéu kién 3
nay chi dwgc thda man khi diéu kién 2 dugc théa man, déng thoi phai ting s6 PTHH 1én rat nhiéu
tirc & tang d6 phirc tap cla bai toan, thdi gian gidi 1au hon tham chi khéng giadi dwoc néu tai
nguyén may tinh khéng cho phép.

M6t sb tai liéu da chirng minh dwoc réng [1], dbi v&i nhirtng bai toan quy luat chuyén vi
dwoc biéu thi bang mét phuong trinh cap 2m, néu dung PPPTHH dé gidi va ta mo ta sw 1am viéc
clia két cdu bang mot da thire bac p biéu thi quy luat bién thién chuyén vi bén trong phan ti thi ta
sé pham phai sai s6 twong déi sau day:

2(p+1-m)
[

trong do a la kich thwéc dac trwng cho PTHH; | 1a kich thwdc clia két cAu.

Gia s bén trong phan tlr quy luat bién thién chuyén vi dwgc biéu dién bang da thirc bac p.
Khi d¢6, theo dinh ly Taylo, két qua tinh toan theo PPPTHH sé& gan dung bang nghiém chinh xac

p+1-
cla ly thuyét dan héi véi sai sb twong déi bang (Tj . Trong nhirng bai toan quy luat chuyén

vi duoc biéu thi bang mét phwong trinh cap 2m thi biéu thire clia nang lvong sé chira cac dao
ham cap m. Nhirng gia tri dao ham nay dwgc tinh mét cach gan dung véi sai so twong doi la

p+1-
(—j : va do trong biéu thirc téng quat ctia ndng lwong c6 chira cac sb hang binh phwong cua

(p+1-m)
cac dao ham do cho nén sai sé twong ddi khi xac dinh nang lwong sé chinh la (Tj . Thé

ma xac dinh n&ng lwong chinh |a xac dinh ma tran dd cirng, cho nén ta c6 thé néi rang két qua tinh
(p+1-m)

da dwoc xac dinh voi sai sb twong dbi bang (Tj . Biéu nay cho phép ta két luan rang:

béng cach giam bot kich thudc cia cac PTHH dén mirc di nho, vé mat Iy thuyét (b6 qua sai s6 do

lam tron so 1) ta co thé dat dwoc mirc dé chinh xac yéu cau tuy y.

Bay gi® ta hay phan tich sai s6 do viéc 1am tron sb 1& ky hon.
Khi gidi hé phwong trinh dai sb tuyén tinh.

[Ka}= P} @

Ta sé& mac phai sai sb do viéc |am tron sb 1& & cac khau sau:

- Khi lam tron céc sb liéu xuét phat trong ma tran dé clrng [K] va trong
vécto {5};
- Do viéc tich lu§ sai sb trong qua trinh giai hé phwong trinh.

Néu dung phwong phap chinh xac dé giai hé n phwong trinh dai s tuyén tinh thi phai thuc
hién sb phép tinh nhan khdng 16 x4p xi bang %3. Do d6, khé ma danh gia sai s6 do viéc lam tron
sb6 18 v&i mot sb I&n cac phép tinh nhan nhw vay. Trai lai, nguoi ta da chirng minh dwgc rang khi
dung phwong phap khir Gauss dé gidi hé théng n phwong trinh dai s tuyén tinh n an sb, néu
muédn cé nghiém v&i dd chinh xac dén u sb 18 thi khi viét cac phan tlr cha ma tran, d6 clrng [K] va
cla véc to {5} ta phai |4y do chinh xac dén u + r sb 18, trong do gia tri r xac dinh theo hé thirc
sau:
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r=Ign 3)
Chu y réng két qua vira néu la gidi han trén twong (ng voi truong hop bat loi nhat. Thuc
ra ta co thé s dung két qua tim dwoc bang phwong phap thong ké nhw sau:
r=Ig/n 4)

Bay gio’ ta hay xét dén nhan t6 cudi ciing gay anh hwéng dén sai so cia két qua tinh. Khi
gidi hé phwong trinh dai s6 tuyén tinh n an ta cé thé gap khoé khan do tinh chat khéng 6n dinh cla

nghiém, tlrc 1a ta c6 thé gap hién twong sau: Gia tri cla cac phan tir trong ma tran dé cing [K] co
diéu kién xau, va goi ma tran nghich dao [KF la khéng 6n dinh. Tinh chat nay gay anh hwéng
quan trong dén sai sb cla két qua tinh, do d6 can phai khao sat chi tiét.

_ Dé danh gia tinh chét khong 6n dinh nghiém clia hé phwong trinh dai s6 tuyén tinh n an, ta
c6 thé xét ty so:
K

[, max
‘kik

: ®)

trong dé |K| la dinh thirc cha hé phwong trinh; lZi’k"aX |a gia tri I&n nhét cla cac phan tkr
trong sbé luy thira bang sé an sb cla hé.

Néu ty sb nay c6 gia tri cang I&n thi tinh chat khéng 6n dinh nghiém clGa hé phuong trinh
cang ro rét.

Tuy nhién, khi dang ty sb (5) dé danh gia tinh chat khéng 6n dinh nghiém ctia hé phwong
trinh ta phai tinh toan rat nhiéu vi phai x4c dinh gia tri cGa dinh thirc ||Z| .

Dé thuan tién hon trong cac tinh toan thywc hanh nguoi ta hay dung sb phd (spectrum)
Cn(K) cla hién twong khéng 6n dinh nghiém dé danh gia tinh chat nay. Nguoi ta da chirng minh
dwoc hé thire lién hé gitra sb6 phd Cn(K) v&i sai sb twong dbi & clia nghiém clia hé phwong trinh

dai s6 tuyén tinh n &n dudi dang gan ding sau day:

5= 1] -10"¢,(K) ©)
q

trong d6 V 1a sé 1& do may tinh dién t& st dung.

Nhw vay néu biét sb 1é V may da sir dung trong qua trinh tinh toan va s phd Cn(K) ta dé
dang xac dinh dwoc ngay sai sb twong ddi & clia nghiém theo hé thirc (6). S6 sb 1é V da duwoc an
dinh dé& dang trong khi thao tac may tinh dién tt, cho nén con lai chi can tim Cn(K). Sé phd
Cn(K) clia hién twong khong 6n dinh nghiém dwoc xac dinh theo hé thirc sau:

_\ )k
C.(K)= o )
‘min

trong do ikmm va )J:nax l&n lwot 1a cAc trj riéng cwe tiéu va cwe dai clia ma tran dd cirng
[K] xac dinh tir phwong trinh sau:

K —2E|=0 o)

Ta da biét rdng viéc xac dinh tri riéng A cho mdt ma tran cap cao hét strc phirc tap, cho
nén trong thyc té ngudi ta khong xac dinh sb phd Cn(K) theo cong thire (7) ma chi xac dinh gidi

han bién ddi ctia sb phé Cn(K) theo hé bt déng thirc sau:
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k k
¢ (K) < ZnaP ©)
A’lﬁ'maxp A’lﬁ'min
Trong d6 A, 1a tri riéng nhd nhét cua két cau; A7,
va nhd nhét ctia ma tran khéi lwong ctia toan két cAu.
Khi dung PPPTHH dé giai mét bai toan két cau cu thé nguoi ta dé dang xac dinh duoc cac
dai lwong trong hé bat dang thire trén dé tr dé danh gia sai so [2].
4. Két luan
Cung v&i sy phat trién khéong ngirng clia may tinh dién ti, PPPTHH ngay cang dwoc s
dung réng réi. PPPTHH dwoc xem la mét cong cu van nang va tién loi dé giai quyét nhieu bai toan
phirc tap cho cac nganh xay dwng, giao thong, thiy lgi, che tao may, ky thuat hang khong... Tuy
nhiéq, do cac dac diém‘riéng Vé’ tinh héi tu va do sai sO, cac bai toan can co cac lwa chon phu hop
ve kieu va so lwgng phan tir, dé giam thieu do phirc tap cta bai toan (thdi gian giai ngan hon) ma
van d&m bao dd chinh xac yéu cau.

Amin 180 Iwot 14 cac tri riéng 16n nhét

~ Ghi cha: Bai bao nay ding déu "." dé phan cach gitra phan nguyén va phan thap phan trong biéu dién
so.
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