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Tém tit:
Tac gia chirng minh mét dinh Ii mé ta tinh chét cia mot anh xa tor mét tap tuy y X vao
chinh n6 xét nhw mgt phan t& cda vi nhom cac anh xa trén X v6i phép hop thanh la tich
cac anh xa, théng qua tinh chét cta tap cac diém bat dong cla anh xa do. Phat biéu
chinh xac cda dinh Ii nhw sau:
Gig str g la mét &nh xa tir X vao X co tap diém bét déng la A (A c6 thé bang réng). Néu
gm (m=2) cé tap diém bét dong Ia B va B\A cé diing n phén tir (n 2 2) thi khdng ton tai
anh xa ftr X vao X saochofn!l =g.
Téc gia ciing chi ra mét s6 ap dung cda dinh li trén.
Abstract:
The author has proved a theorem that describes a property of a map from an arbitrary set

X into X, regarding a map as an element of the monoid of interior maps of X, via the
property of its set of fixed points. More precisely, the theorem states :

Let g be a map from a set X into itself , the set A of fixed points of g may be empty. If the
set B of fixed points of g" (m> 2) is not empty gnd B\A has exactly n elements (n= 2) then
there is no such a map f from X into X that f™ = g satisfied.

The author also has shown some applications of the theorem.

Cho X |a mot tap tuy y khac réng, ki hiéu M(X) |a tap tat ca cac anh xa tev X vao X.Gia st
f,g 1a hai phan t& tuy y cia M(X), ta néi f,g la cac anh xa giao hoan nhau néu fg = gf, trong do ki
hiéu fg( chi tich cla cac anh xa f va g. Khi d6 fg = gf nghia la: f(g(x)) = g(f(x)) v&i moi x thudc X. Ki
hiéu f* chi tich clia anh xa f v&i chinh né k 1an, ta quy wéc f ° 1a anh xa dong nhét va f ' 1a chinh
anh xa f. Trong bai bao nay chung t6i chirng minh dinh Ii sau:

Binh li 0 : Gia s g la mot anh xa tir X vao X co tap diém bat dong 1a A (A co thé bang
réng). Néu g™ (m=>2) c6 tap diém bét dong la B va B\A c6 dung n phan tl (n > 1) thi khong tén
tai anh xa f thudc M(X) sao cho f" = g.

~ Nhan xét: C6 mot sw khac biét nho gitra phat biéu cta dinh 1i 0 va phat biéu két qua trong
tom tat cga bai bao, d6 la mien gia tri cta n. Trén thyc te néu gia thiét cta dinh Ii dwoc thoa mén, n
khéng thé bang 1.Nhwng day chinh la mét ap dung clia dinh li 0 va d6 chinh la dung y cla tac gia
khi phat biéu dinh |i 0 dwdi dang trén.
Nhac lai ring moét diém bat ddng clia mot anh xa h thudc M(X) 1a mot diém x* c6 tinh chét
h(x*) =x*.

Trwédc hét ta chirng minh mot sé ménh dé bd tro.

Ménh dé 1: Néu f, g la hai phan ti giao hoan nhau clia M(X) va x* la mét diém bat dong
cla g thi f( x*) cling la mét diem bat dong cla g.

Chirng minh. Ta c6: g(f(x*)) = f(g(x*)) = f(x*). Vay f(x*) la mot diém bat dong cla g.

Ménh d& 2: Gia st f 1a mot anh xa tir X vao chinh né va h = fX(1<k e N'), A la tap tat
ca cac diém bat dong cla h (A khac réng). Khi dé thu hep f|A clia anh xa f trén tap A la mét don
anh tlr A vao A. Nai riéng, néu A hiru han thi thu hep f|A la mét song anh.

Chirng minh. R rang fh = hf, vay theo ménh dé 1 ta c6 f(A)c A. Néu ton tai cac phan to

khac nhau a,b clia A sao cho f(a) = f(b) thi f “"(f(a)) =f *"'(f(b) hay ciing vay a =h(a) =h(b) = b. Mau

thudn. Vay f phaila mot don anh tir A vao A. Néu A 1a tap hiru han thi mét don anh f trén A phai la
mdt song anh.
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Ménh dé 3: Gia thiét nhw ménh dé 2, chi c6 diéu A co thé bang réng. Néu B la tap cac
diém béat dong ctia h® (p> 2) va B\A khac réng, thi thu hep cla f 1én B\A 1a mét don anh tir B\A
vao B\A.

Chirng minh. Rérang ta c6 ACB va hP = fkp nén ap dung ménh dé 2 ta suy ra thu hep
cla f 1én B la mot don anh. Vay chi can chirng minh f anh xa B\A vao B\A. Néu A bang réng thi
khong c6 gi phai chirng minh.Gia st trai lai, A khac réng va tén tai b € B\A sao cho f(b) e A . Khi d6
theo ménh d& 1 ta c6 b = h°(b)= f°(b) = 1(f(b))eA Mau thuén. Vay f anh xa B\A vao B\A.

Hé qua: Néu B\A gébm n phan t& ( n > 1) thi thu hep cla f 1én B\A 1a mot phép thé chia B\A.

ChL’Png minh dinh li 0: Gia s( tréi lai ton tai anh xa f thudc M(X) sao cho f" = g. Ap dung
hé qua clia ménh dé 3 ta suy ra thu hep cua f Ién B\A la mot phép thé cla n phan t&r. B&i vi tap cac
phép thé clia mét tap hiru han gom n phan t& 1a mét nhém gdém n! phan ti véi phép ho’p thanh la
tich cac anh xa, mat khac chu ki cua moi phan tlr clia mét nhém hiru han phai la uo’c clia cap clia
nhom nén ta suy ra thu hep cua f™ '1én B\A phai la anh xa dong nhét. Nhw vay g = " gitv bat dong
cac phan tir ctia B\A hay néi cach khac tap cac diém bat dong cia g chiva B, trong khi theo gia
thiét tap cac diém béat dong clia g 1a A - tap con thyc sy cGa B. Mau thuan. Vay khéng tén tai anh
xa f thudéc M(X) sao cho ™ =g.

a sTé &p dung dinh |i 0 dé chirng minh mét s6 khang dinh i tha :

Ménh dé 4: Néu g |a anh xa tir tap X vao X va ton tai sb nguyén dwong m > 2 sao cho g™
cé tap diem bat d@ng B chtra tap cac diém bat dong A clia g nhw mét tap con thwe sw thi B\A phai
c6 khong it hon 2 phan tu.

Chirng minh. Gia s trai lai B\A chi c6 ding mét phan t&. Vi 1! =1 thi theo dinh |i 0 khéng
tdn tai anh xa f tlr X vao X sao cho f ' = f =g (*). Nhwng di&u nay vé li, b&i vi rd rang f = g thoa man
(*), vay B\A phai c6 khong it hon 2 phan ti.

Ménh dé 5: Gia st f la mét phan tir ctia M(X). Néu ton tai sd nguyén dwong k sao cho f*
c6 duy nhat mét diém bat dong thi d6 cling chinh la diém bat dong duy nhat cuda f.

Chirng minh. Vi tap diém bat dong cha f ludn [a mot tap con chia tap diém bat dong cia
nén f khéng thé c6 nhiéu hon mét diém bat dong. Néu tap diém béat dong cua f 1a réng thi mau
thuan v&i ménh dé 4. Do d6 f phai c6 duy nhat mot diém bat dong va d6 chinh |a diém bat dong
ctia f*.

Nhén xét : Khang dinh clia ménh dé 5 c6 thé suy ra tr mét khdng dinh téng quat hon nhw
sau: néu fg = gf va g c6 duy nhat mot diém béat dong thi dé chinh |a diém bat dong chung (duy
nhat) cta f va g. Chirng minh khang dinh nay suy ra tr ménh dé 1 va tinh duy nhét cia diém bat
déng cla g.

Gia st f 1a mot toan t&r tuyén tinh trén mét khdng gian véc to hiru han chiéu V. Khi d6 f
cam sinh mot anh xa F trén tap cac khéng gian con ctia V: F dat twong (rng khong gian con S cla
V v&i khéng gian con f(S) ctia V. Ta néi khéng gian con S clia V |a mét khéng gian con bét bién
clia f néu f(S) = F(S) = S (cha y rang dinh nghia nay hoi khac véi dinh nghfa vé khéng gian con bat
bién dwoc dwa ra trong mét s6 tai liéu vé dai sb, & do khong gian con S duoc goi la bét bién cla f
néu f(S) c S). Nhuw vay mét khong gian con bat bién cua f la mot diém bat déng cla anh xa F. R
rang F ¥ dwoc cam sinh bai f (k 1a s6 nguyén khong am). Ta ki hiéu khéng gian con khong cia V
la O. Hién nhién la F(O) = O. Vay tap cac diém béat dong cuta F ludn khac réng. Khéng gian con O
goi la khéng gian con bat bién tdm thudrng clia moi toan tr tuyén tinh f.

Ta ndi toan t& tuyén tinh f 13 luy linh néu tdn tai s nguyén dwong k sao cho f* Ia anh xa
khéng.

Ménh dé 6: Néu toan tir tuyén tinh f trén khong gian véc to' V v&i sb chiéu dwong la luy
linh thi f chi cé khong gian con bat bién tam thwong.

Chirng minh. Anh xa khéng chi c6 khong gian con bat bién tdm thwong nén khang dinh
clia ménh dé 6 suy ra tir khang dinh cia ménh dé 5.

Ménh dé 7: Gia si A |a ma tran vudng cép 2 thwc co 2 gia tri riéng thwe phan biét va déu
am. Khi d6 khong tén tai ma tran vuéng thwc B sao cho B*=A.

Chirng minh. Gia st trai lai, ton tai mot ma tran thyc B sao cho B* = A. Dt C= B? ta c6
C? = A. Khi d6 cac ma tran A,B,C déu khong suy bién vi det(A) > 0. Ma tran C khong thé c6 gia tri

Tap chi Khoa hoc Céng nghé Hang hai S6 18— 6/2009 95



riéng thue, b&i vi néu A la mét gia tri riéng thuc cua Cthi A>>01a mot gia tri riéng cla C* =A,
trai v&i g|a thiét. Goi g Ia toan t& tuyén tinh trén R? trong co' s& chinh tdc cé ma tran 1a C, khi d6
trong co’ s& chinh tac g comatranla A .Bé&ivi C khong 6 gia tri riéng thire va khong suy bién
nén g co dung 2 khong gian con bét bién la O va R% A khéng suy bién va co 2 gia tri riéng phan
biét khac 0 nén g co dung 4 khéng gian con bét bién: 2 khong gian con 1 chiéu phan biét, khéng
g|an O va khong gian R?. Goi f la toan te tuyén tinh trong co' s& chinh téc c6 ma tran 1a B, khi do ta
c6 f> = g. Cac anh xa cam sinh trén tap cac khong2 gian con clia R?* twong ng la F, G = F?, G
Céac li luan trén chiing té G c6 2 diém béat dong G’ c6 4 diém bat dong Vay theo dinh li 0, khéng
tén tai anh xa F trén tap cac khong gian con cula R? sao cho F? = F* =G. Mau thun. Do do6 khéng
tdn tai ma tran thwe B sao cho B* = A.

Nhén xet: Li luén thuan tuy dai sb chira réng khdong c6 ma tran thwc B sao cho B? = A.
Thuc vay, tir gid thiét suy ra rang A chéo hoa duwoc trén trwdng thue. Gid sir P la ma tran chéo
hoa A va dang dwong chéo cua A la:

0
Néu tdn tai ma tran thuc B sao cho B? = A, dat C = P'BP ta ¢: C*= D. Gia si:

C:TX ﬁ}_écaza2+ﬂy /Xa+&>:D:{a 0}
y o ya+8) 87+ Py 0 b

Tl d6 ta cé hé:

a 0
Dz{ b} ,azb,a<0,b<0.

a’+Py=a
La+06)=0
(o +5)=0

P+ Py=>b

Khong kho khan c6 thé chirng t6 ring hé trén khong co nghiém thyc néu a<0,b<0va
a# b hodc ab < 0 Tuy nhién, néu bé gia thiét a# b vi du sau day chirng té cé thé ton tai ma tran

thwe B sao choB?=A:
1 2 1 2 B -1 0
~1  =1|-1 =1/ [0 -1

Ménh dé 8: Khong ton tai anh xa lién tuc f tir R vao R sao cho f(f(x)) = -x v&i moi x thudc R.

Chirng minh. Ham sb y = -x chi c6 duy nhat mot diém bat dong x = 0. Gia st trai lai ton tai
anh xa lién tuc f ttr R vao R sao cho f(f(x)) = -x. Khi d6 theo ménh dé 5 f c6 duy nhat diém bat dong
x = 0. Vay f(x) # x khi x khac 0. Anh xa x + y =-x la don anh, do dé f cling phai la don anh. Hon
nira f la ham lé: f(-x) = f(f(f(x))) = - f(x). Vi f lién tuc trén R nén f phai 1a anh xa don diéu thyc sw.
Gia st f don diéu tang. Lay x =1. C6 2 kha nang: f(1) > 1 hoac f(1) < 1. Neu f(1) > 1 thi — 1 = f(f(1))
>f(1) >1. Vo Ii. Neu f(1) <1 thi -1 =1(f(1)) <f(1), - f(1) = f(-1)<f(f(1) = -1, do d6 suy ra f(1) > 1
mau thuan.

Néu f don diéu giam thi — f don diéu tang va do fla ham Ié ta co: - f (-f(x)) = f(f(x)) = -x. Nhw
vay ap dung li luan trén cho — f ta lai suy ra mau thuan. Do d6 khong ton tai anh xa lién tuc f sao
cho f(f(x))=-x v&i moi x thudéc R.

Nhan xét: Ménh dé 8 |a bai toan 1.2 chuong X trong [2].

Ménh dé 9: Cho p(x) la ham s thuc xac dinh trén R, néu phwong trinh p(p(x)) = x ¢6 nhiéu
hon phwong trinh p(x) = x ding 2 nghiém thi khéng ton tai ham thwc f(x) xac dinh trén R sao cho
f(f(x)) = p(x).

Chirng minh. Xét anh xa g: R3 X > p(X) € R . T gia thiét suy ra réng tap diém bat dong
B ctia g° nhiéu hon tap diém bt dong A clia g dung 2 phén tir. Ap dung tryc tiép dinh 1i 0 ta suy ra
khoéng ton tai anh xa f tr R vao R sao cho 2= g.
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Vi du ( xem [1], bai toan 114 va [2] bai toan 1.2 chuwong X): Xét ham p(x) =x*—q (q > 1).
Khi dé phwong trinh p(x) = x ¢6 2 nghiém phan biét va phwong trinh p(p(x)) = x cé 4 nghiém phan
biét . Do dé khong tén tai ham thuwc f(x) xac dinh trén R sao cho f(f(x)) = p(x). Viéc kiém tra phwong
trinh p(p(x))= x c6 4 nghiém danh cho ban doc.
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